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Различают стационарное (независящее от времени) и нестационарное (зависящее 
от времени) поле температур, а также одно-, двух- и трехмерное поле, которое характе-
ризуется одной, двумя или тремя координатами. 
Если температура конкретной точки зависит только от координат ( , , )T f x y z , то 
такое температурное поле называется стационарным, а если от координат и времени 
( , , , )T f x y z   − нестационарным. 
Явление нестационарного распространения тепла в одномерном пространстве 








,                                                                     (1) 
где a - коэффициент температуропроводности тела,  T(x,τ) – поле температур, x - 
координата, τ –время. В нестационарных тепловых процессах a характеризует скорость 
изменения температуры. 
Любая функция ( , )T f x   будет решением этого уравнения, если при подстанов-

















.                                          (2) 
После подстановки в дифференциальное уравнение получается 









   .                                (3) 
Переменные τ и х являются независимыми друг от друга аргументами. Это озна-
чает, что величина k2 может быть только постоянной. Тогда дифференциальное уравне-
ние в частных производных можно представить в виде системы из двух обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 
   / 2 0U ak U   ,    / / 2 0U x k V x                                       (4) 




akU C e    и   2 3ikx ikxV x C e C e                                        (5) 
Учитывая известные соотношения [2] 
  (kx)ikxe Cos kx iSin   ,   (kx)ikxe Cos kx iSin                                    (6) 
можно записать   4 5(kx) (kx)V x C Cos C Sin  . Тогда 
2 2
(kx)e (kx)eak akT DCos BSin                                                    (7) 
есть общее решение дифференциального уравнения теплопроводности, а посто-
янные D, B, k определяются при более конкретной постановке задачи. 
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Если явление распространения тепла описывается дифференциальным уравнени-





   
  
   
                                                    (8) 
То 
   
2 2
0 1
ak akT DJ kx e BJ kx e                                            (9) 
где  0J kx  − функция Бесселя первого рода нулевого порядка,  1J kx  − функция 
Бесселя первого рода первого порядка. 
Если явление распространения тепла описывается дифференциальным уравнени-





   
  
   
                                                 (10) 








                                                           (11) 
решение которого уже известно [3]. 
Рассмотрим задачу когда тело равномерно нагретое до температуры 0T  в момент 
времени 0   помещается в среду с температурой cT  и охлаждается одинаковым обра-
зом с обеих сторон путем теплоотдачи с коэффициентом α. Математически такой про-
цесс описывается следующими уравнениями. 



























   
 
,                                        (14) 
Начальные условия: 
  0T T   .                                                      (15) 
Краевые условия (13-15) описывают физическую картину в начале процесса и на 
границах тела, благодаря чему в общем решении дифференциального уравнения тепло-
проводности находятся константы D, B, k и решение становится конкретным [4]. 



























,   0 0   .                             (17) 
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Общее решение дифференциального уравнения (16) для нахождения нестацио-
нарного теплового поля аналогично решению уравнения (1) [5]: 
   
2 2ak akDCos kx e BSin kx e                               (18) 
Подстановка в условия симметрии даёт 0B  . Следовательно, 
 
2akDCos kx e                                                   (19) 













.                              (20)  



















 .                                    (21) 
Для определения константы D необходимо использовать начальное условие (из 













                                                   (22) 
или 
1 1 2 2 3 3 0...
x x xD Cos D Cos D Cos
r r r
   
     
        
     
.                       (23) 
После умножения на cos(μ1x/r) и интегрирования в пределах от (-r) до (+r) получим 
2







x x x x xD Cos dx D Cos Cos dx D Cos Cos dx
r r r r r
xCos dx
r






         
            







На основании свойств ортогональности 
2
1 1 0 1
r r
r r





   
   
   
                                (25) 
Откуда 
 












                                          (26) 
Действуя таким же образом находим D2, D3, …, Dn. Подставляем получаем 
 




































  - соответственно, безразмерная температура, коор-
дината и время (критерий Фурье). Когда имеет место нагрев, решение (27) остается без 











.                                                            (28) 
Значение температурного поля позволяет определить тепловой поток на поверх-
ности как 
 






nx r n n n
SinTq e







   
  
                    (29) 
и среднюю температуру тела в любой момент времени 
 




















 .                      (30) 
Для бесконечного цилиндра температурное поле находится 
 


















    
                              (31) 












 ,                                                     (32) 
Тепловой поток на поверхности цилиндра: 
 
























  .                       (33) 
Безразмерный комплекс arBi

 , входящий в структуру уравнений для опреде-
ления дискретных чисел (критерий Био), характеризует теплообмен на границе тела и 
теоретически может принимать значения от нуля до бесконечности. Обычными значе-
ниями этого критерия характеризуются граничные условия третьего рода, когда заданы 
закон теплообмена и температура окружающей среды. При  Bi   имеет место 
m CT T . Граничные условия третьего рода переходят в граничные условия первого ро-
да, когда вместо закона теплообмена задается температура на поверхности тела. В этом 
случае характеристические уравнения для плоского тела и цилиндра или сферы, соот-
ветственно, cosμ = 0; J0(μ) = 0. 
В общем случае для анализа нестационарных термоупругих деформаций необхо-













                                                              (34) 
где ρ - плотность материала, ui - компоненты вектора деформации, σij - компонен-
ты тензора напряжений, действующих в объекте. 
В рамках (квазистатического) приближения в уравнении (34) можно пренебречь 
действием сил инерции. При этом компоненты тензора 
напряжений в задачах термоупругости задаются в виде 
 2ij ij kk T C ikU U T T                                                   (35) 
где λ и μ — коэффициенты Ламэ, γ — коэффициент термоупругой связи, uij — 
компоненты тензора деформации. 
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Решение нестационарной задачи термоупругости заключается в следующем. Не-
обходимо при заданных механических и тепловых воздействиях определить 16 функ-
ций координат xk  и времени τ: шесть компонентов тензора напряжения σij, шесть ком-
понентов тензора деформации εij, три компонента вектора перемещения u i  и темпера-
туру Т, удовлетворяющих: трем уравнениям движения; шести соотношениям между 
напряжениями и деформациями или шести соотношениям между деформациями и пе-
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